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Курс - Основы актуарной математики



Лекция 4.Система скидок за безубыточность.


Система скидок за безубыточность (No claims discount systems (NSD)).

Обычно СЗБ применяется при страховании автомобилей, хотя нет оснований для того (в теории), чтобы не применять ее к другим краткосрочным (до одного года) видам страхования. В частности она позволяет вычислять распределение страхователей по уровням получаемых скидок, что помогает вычислить уплачиваемую среднюю премию по полису. Так как одной из целей системы СЗБ является уменьшение издержек компании за счет уменьшения числа малых требований (косвенная франшиза), СЗБ влияет на склонность к подаче требования при наступлении страхового случая.

Описание метода.
При решении, какую премию должен уплатить водитель, покупающий полис автомобильного страхования, СК рассматривает такие факторы, как возраст застрахованного, тип используемой машины, место жительства и т.д. На первый год страхования принимаются во внимание только эти факторы (они являются априорными). Однако в последующие года СК также может использовать информацию о числе требований, которые заявил водитель в предыдущие года. Она комплексно отражает ряд характеристик страхователя, которые невозможно определить априори. Другими словами, размер премии зависит от информации о требованиях (страховой истории). Это пример тарификации по опыту.

Принцип связи размера страховой премии с числом требований, произошедших за предыдущие годы, реализуется двумя похожими методами оценки: системой скидок за безубыточность и системой бонус-малус. Единственное различие между ними заключается в том, что по системе бонус-малус застрахованному может быть назначена премия, большая чем полная обычная премия. Это эквивалентно отрицательной скидке в системе СЗБ, которая не предусматривается этой системой. Приведем теперь примеры каждой из них, где категория 0 соответствует полной премии.

Система скидок за безубыточность.
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Система бонус-малус.
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В системе СЗБ застрахованный категории 1 платит только 75% от полной премии. Категория следующего года зависит от опыта требований за этот год. 

Конечно, если опыт страхователя по убыткам очень плохой, то предложенная ему премия может быть выше стандартной полной даже при системе СЗБ. Однако в системе бонус-малус рост премии формализован и автоматизирован, а не происходит в результате специального анализа.

Размышляя, заявлять требование или  нет, страхователь сталкивается с вопросом, какое влияние это решение  окажет на премии будущих лет. Одной из причин введения СЗБ  явилось то, что она избавляет компанию от небольших требований (действует аналогично франшизе). Следуя логике финансовых предпочтений, страхователь не заявит  требование, меньшее, чем последующий рост премии. Следовательно, система СЗБ уменьшает количество небольших требований, затраты на администрирование которых очень велики по сравнению с размером самой выплаты. Компания, конечно, недополучает премий, но скидки себя оправдывают. Это уменьшает издержки компании и позволяет ей работать по более конкурентоспособным тарифам.

В общем, при назначении премий для конкретного страхователя, страховщик пытается сделать так, чтобы она была близка к принимаемому  риску. В действительности, определение риска, связанного с каждым полисом, не является простой задачей. Страховщик обычно обосновывает премию с учетом  таких факторов, как возраст застрахованного, марка машины и место жительства. Однако не только эти факторы определяют степень риска, поэтому  премия в точности не соответствует риску по каждому полису. Предполагается, что система СЗБ помогает уменьшить несоответствие риску уже после учета  всех рассмотренных объективных факторов. Плохой водитель будет платить более высокую премию, потому что он чаще будет отнесен к более низкой категории скидок. Однако ниже Вы увидите, что система СЗБ не оказывает на решение этой задачи такого большого влияния, как хотелось бы.

Определение системы скидок за безубыточность.

Категории скидок.

Определение системы СЗБ состоит из двух частей: категорий скидок и набора правил перехода из категории в категорию. Для исследования свойств системы СЗБ необходима также информация о вероятностях поступления требований на выплату страховки от полисодержателя.

Объяснить функционирование системы СЗБ проще всего на примерах.

Пример 1.
Рассмотрим систему СЗБ с тремя категориями.

Категория
Скидка в %%

0
0

1
25

2
40

Страхователь категории 0 платит полную премию. Полная премия будет зависеть от других факторов риска, например, возраста страхователя. Для простоты мы будем рассматривать страхователей, которые имеют все остальные факторы риска, учитываемые при расчете премий, одинаковыми. Иными словами, полная премия одинакова для всего портфеля.

Страхователь категории 1 платит уже только 75% от полной премии, а категории 2 - 60%. 

При отсутствии страховых выплат по страхователю в течение года он переводится на одну категорию выше (или остается в категории 2, если она уже достигнута). Если произошло одно страховое событие или более, то категория понижается на единицу, или остается нулевой, если она уже достигнута. 

Тем самым определена система СЗБ, поскольку известны категории скидок и правила перехода. Для возможности исследования поведения этой системы нужно знать вероятности наступления страховых событий. Предположим, что в Примере 1 вероятность провести один год без убытка равна 0.9.

Матрица перехода.

Обозначим предполагаемую пропорцию страхователей категории i через 

. Ясно, что 

. Набор пропорций образует вектор 

. 

Теперь можно выписать вероятности того, что страхователь категории i через год перейдет в категорию j. В нашем примере переход из категории 0 в категорию 1 осуществляется с вероятностью 0.9. Соответственно, с вероятностью 0.1 страхователь останется в категории 0. И так далее. Всю эту информацию проще всего представить в виде матрицы перехода.




Здесь 

обозначает вероятность перехода из категории i в категорию j.

Матрица перехода Примера 1 имеет вид



.

Распределение страхователей.

Матрицу перехода используют для оценки того, сколько страхователей ожидается в каждой категории через год, два и т.д. Предположим, что все страхователи сначала относятся к категории 0. Тогда через год 10% из них останется там же, а 90% перейдут в категорию 1. Этот вывод можно получить из общих соображений, а можно через матрицу перехода. В начале года 1 

, так что пропорции страхователей в каждой категории заданы вектором 




В год 2 ожидаемые пропорции в каждой категории задаются вектором, который равен произведению вектора 

 на матрицу P. 




Пример.

Найти ожидаемые пропорции застрахованных по категориям в год 2 и 3, если система СЗБ описана в Примере 1 и предыдущем задании. 

Решение.




Можно продолжить, 




Примечание. обратите внимание, что 0.1 + 0.09 + 0.81 = 1. Сохранение этого свойства нужно всегда проверять.

Анализ стационарных состояний.

Стационарное распределение.

Можно продолжить нахождение распределений 

 для все больших n. Вскоре Вы заметите, что 

 меняется не сильно. Когда это происходит, говорят, что система достигла стационарного состояния или равновесия. Очень полезно знать распределение страхователей в равновесном состоянии системы. Это можно сделать, если использовать тот факт, что стационарное распределение должно удовлетворять уравнению 




Пример 2.
Для иллюстрации нахождения стационарного распределения, рассмотрим изучаемый пример. В этом случае 

является решением уравнения 




то есть 


Запишем его как систему уравнений:



,



,



.

Получили три неизвестных и три уравнения, так что в принципе решение может существовать. Но система не разрешается однозначно, потому что уравнения не являются линейно независимыми. Однако имеется еще одно условие 

, которое можно использовать вместо третьего уравнения. Таким образом
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Стационарное распределение имеет вид 

.

Ожидается, что через ряд лет портфель на 89% будет состоять из страхователей высшей категории скидок, 10% - из средней, и только 1% о страхователей будет платить полную премию.

Неоднородности портфеля.

Основным аргументом защитников систем СЗБ является представление ее  самонастраивающимся инструментом тарификации. Другими словами, приносящие болльше убытков (страховых случаев) страхователи платят больше, чем те, которые осуществляют безубыточное страхование. Это очевидно, однако более глубокий анализ систем СЗБ показывает, что они не так хороши, как хотелось бы.

Для иллюстрации, рассмотрим систему из Примера 1, которая применяется к двум группам - "хороших" и "плохих" водителей. Вероятность страхового случая для первой группы 0.1, а для второй - 0.2. Сравним распределения этих страхователей по категориям скидок через ряд лет. 

стационарное распределение для "плохих" водителей имеет вид



.

Давайте теперь сравним среднюю премию, уплачиваемую "плохим" и "хорошим" водителями. Поскольку "плохие" водители приносят страховые случаи в два раза чаще, разумно ожидать такого же отношения по премиям. Обозначим полную премию через c. Тогда для "хороших" водителей




а для "плохих" водителей средняя премия равна




Видим, что премия "плохих" водителей лишь немногим выше премии для "хороших" водителей. 

Тем самым видно, что система СЗБ не является хорошим инструментом "автоматической" тарификации. Страховщик должен применять весь арсенал средств определения риска при приеме на страхование. В идеале, нужно уметь отличать хороших и плохих водителей. Но это на практике невозможно, поскольку всегда остается несколько внешних переменных, не подвластных классификации априори. Было бы наивно надеяться на то, что система скидок автоматически это сделает.

Вычисление вероятностей перехода.

Рассмотренная на примере система СЗБ примитивна. Правила переходов на практике могут быть весьма замысловатыми. При этом полезно иметь практику перевода их на формальный язык, и определения вероятностей перехода. Очень часто принимается, что страховые случаи описываются пуассоновским процессом, то есть количество страховых случаев за год страхования имеет пуассоновское распределение или вероятность того, что водитель принесет n страховых случаев в год, равна




где 

- среднее количество страховых случаев в год (параметр распределения).

Влияние системы СЗБ на склонность к предъявлению требования.

Переоценка вероятностей перехода.

До этого момента мы предполагали, что вероятность поступления требования не зависит от категории скидок, в которой находится страхователь. На самом деле страхователь задумывается над неизбежным повышением премии после оплаты требования, когда принимает решение, подавать или нет заявление. Страховую компанию в первую очередь интересует именно требование, а не случай. Допустим, что страхователь уплачивал полную премию в Ј100 и система СЗБ дана в Примере 1. Тогда, если в первый год (и далее) нет страхового случая, то он будет платить Ј75, Ј60, Ј60, ... Однако, если случай произойдет в первый год, а в дальнейшем его не будет, то он должен будет платить за страховку Ј100, Ј75 , Ј60, ... Дополнительная премия составит Ј40. Аналогичные рассуждения можно проделать для других категорий скидок. 

Премии будут такие:

25% скидка
Без случая: Ј60, Ј60, Ј60, ...

С одним случаем: Ј100, Ј75, Ј60,...

Разница: Ј55.

40% скидка
Без случая: Ј60, Ј60, ...

С одним случаем: Ј75, Ј60, ...

Разница: Ј15.

Ясно, что заявлять требования страхователь будет по разному. 

Разница в премиях была посчитана до момента перехода в самую высокую категорию. Однако страхователь не обязательно смотрит так далеко в будущее. Количество лет, на которые он делает прогноз, обычно называют горизонтом, и склонность к предъявлению требования зависит от горизонта страхователя. Вы можете сделать замечание, что мы не рассматриваем дисконтированное значение будущих премий. Его использование может несколько повлиять на решение страхователя о заявке требования, но не изменит суть отличий в положении после страхового случая для страхователей из разных категорий скидок.

Вычисление вероятностей перехода.

Теперь должно быть очевидным, что вероятность наступления страхового случая и вероятность подачи требования на выплату - это не одно и то же. Теоретически в каждом полисе есть положение об обязательном заявлении о страховом случае. Однако на практике страховщики предпочитаю не обращать внимание на это положение. Если известно распределение размера ущерба при страховом случае, то можно вычислить вероятность поступления требования о нем предполагая, что страхователь принимает решение на основе финансовой предпочтительности.

Например, рассмотрим страхователя из категории 25%-ной скидки. Требование будет предъявлено, только если ущерб превысит Ј55. Если X обозначает величину ущерба, то 
P(Требование | Случай) = P(X>55).

Для вычисления этой вероятности нужно знать распределение X.

Наиболее часто используют распределения Парето и логнормальное.

Логнормальное. X ~ logNormal(

,

), если log X ~ N(

,

).
Заметим, что 

и 

 есть среднее и дисперсия для логарифма X, причем логарифм берется по натуральному основанию. Требуемая вероятность равна

P(X>55) = P(log X > log 55) = 1- 

,

где 

 обозначает функцию распределения стандартного нормального закона. 

Парето. Парето распределение имеет два параметра 

 и 

, и требуемая вероятность равна P(X>55) = 

.

В общем, вероятность заявления требования при условии наступления страхового события равна

P(X>x) = 1- 

 для логнормального распределения,

P(X>x) = 

 для распределения Парето.

Из этой вероятности можно получить вероятность поступления требования, которая нужна для построения матрицы перехода, при помощи формулы 

P(Требование) = P(Требование | Случай) * P(Случай).

Обычно вероятность страхового случая вычисляется из пуассоновского распределения. 

Проиллюстрируем эффект от системы скидок.

Упражнение.
Страховая компания при страховании автомобилей применяет систему СЗБ с уровнями 0%, 25% и 60%. Для каждого страхователя вероятность наступления одного страхового случая в год равна 0.25, а двух и более пренебрежимо мала. При поступлении одного или более требования за год страхования он переводится на один уровень ниже или остается на уровне 0%. При каждом безубыточном годе он переводится на один уровень выше или остается на уровне 60%, если он достигнут. Стоимость ущерба при страховом случае имеет логнормальное распределение с параметрами 

 и 

. Базовая страховая премия равна Ј500 в год. Страхователь подает требование на выплату только тогда, когда стоимость ущерба превосходит разницу между (а) и (b): 

(a)  суммой премий за два последующих года страхования, если он подает требование, и

(b)  суммой премий за два последующих года страхования, если он не подает требование сейчас.
В обоих случаях страхователь предполагает, что страховых случаев до уплаты  премии за второй год страхования не произойдет. 

(i)  Для каждой категории скидок вычислите величину ущерба, которую страхователь будет покрывать без обращения в страховую компанию.

(ii)  Для каждой категории скидок вычислите величину вероятности того, что при наступлении страхового случая компания получит требование на выплату. 

(iii)  Вычислите распределение страхователей по категориям, если система достигла стационарного состояния.

Решение.

(i)  Рассмотрим три уровня последовательно. 

Уровень 0%.
При требовании, премии будут Ј500 и Ј375.

Без требований, премии составят Ј 375 и Ј200.

Разница составляет Ј300.

Уровень 25%.
При требовании, премии будут Ј500 и Ј375.

Без требований, премии составят Ј200 и Ј200.

Разница составляет Ј475.

Уровень 60%.
При требовании, премии будут Ј375 и Ј200.

Без требований, премии составят Ј200 и Ј200.

Разница составляет Ј175.

Страхователь не будет заявлять в компанию, если ущерб составит сумму, меньшую полученных значений.

(ii)  P(Требование|Случай)=P(Ущерб > x), где x - значение, полученное в ответе на вопрос (i). 

Пусть X = Величине ущерба при страховой случае, тогда X распределено логнормально и 

.
Поэтому    

.

Для каждого уровня скидок, вычислим вероятности подачи требования при наступлении страхового случая. 

Уровень 0%.  


Уровень 25%. 


Уровень 60%. 


(iii)  P(Требование)=P(Требование|Случай)*P(Случай).
Поэтому матрица перехода имеет вид



.

Стационарное распределение есть решение уравнения













из уравнения (1)  


из уравнения (3)  

.

Используем 

 тогда
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